Linearna algebra

. Zadane su matrice

23 7|, 1 3 4
A:L 0 1]13_[2 -1 1]‘

Izracunajte:
(a) A+ B,
(b) AT + BT,
(c) 2A — 3B.
. Izracunajte
? _21 . [2 3 1 4]
1 5 2 =240
. Neka je A = [_23 (1)] Izracunajte P(A), ako je P(z) = 5% + 22* — 4z + 3

. Zadane su matrice
a a . 1 -1
A_[a—l a} ! B_[fia 1]'
Odredite sve vrijednosti realnog parametra a za koje su matrice A i B komutativne?

. Odredite sve matrice koje komutiraju s matricom

1 -1 0
A=10 1 -1
0 0 1
. Zadana je matrica
110
A=10 1 1
0 01
Izracunajte n-tu potenciju matrice A.
. Rijesite sistem
r + 2y + 3z = =2,
—4dx — 3y — 2z = 3,
3r. + 4y + Hz = 0.
. Rijesite sisteme:
r + 2y + 3z = 3
() —2x + z = =2
r + 2y - z = 3
- + 2y + 12z = 1
201 + 3xe + 1llzs + buy 2,
(b) T + X9 + 51’3 + 2I4 = 1,
21‘1 + T2 + 35(73 + 25(34 = —3,
T + xo -+ 31’3 + 41’4 = -3



9. Rijesite sljedece sisteme:

T + 21’2 + x3 = 47
211 - i) — 31‘3 = 2,
() r1 — 8ry — 9r3 = =8,
51 + Dxo = 14.
ry + X9 — T3 — 3I4 + 4565 —2,
(b) 31’1 + X9 — T3 — Ty = 4,
91 + x9 — 213 — x4 — 2x5 =05,
T — X2 — x4 + 21‘5 =1.
10. Rijesite sistem
r1 + @ + 23 = 0,
2331 + X9 = 0,
3271 + Ty — I3 = 0.

11. Rijesite sljedece sisteme u zavisnosti od realnog parametra:

r + y - z = 1,
(a) 2z + 3y + az = 3,
r 4+ ay + 3z = 2
X 4+ oy + oz = 1,
(b) 2 + Xy + 2z = A
r o+ oy + Az o= A\

12. Odredite sve realne parametre p za koje sistem

r1  + 3x2 + 23 + a4
r1 + w2 + 4drz + pry
—3.1'1 + 2.732 - 171’3 + 8$4
207+ pxo + llzg — bdxy

ima samo trivijalno rjesenje.

13. Odredite rang sljede¢ih matrica:

2 =3 16 1
(a) A=|1 6 =2 3|,
1 3 2 2
2 3 -1 4
10 1 2
mB=|3 4 0 7|
-2 -1 4 1
4 =2 3 5

14. U ovisnosti o parametru A € R odredite rang matrice

1 1 1
A=11 X X
1 A2 A

15. Sarrusovim pravilom izracunajte determinantu matrice

3 4 =5
A=1|8 7 =2
2 1 8

cooo



16. Laplaceovim razvojem izracunajte determinantu matrice

_ O N =
O = O Ot

17. Izracunajte determinante sljede¢ih matrica koristec¢i osobine determinanti:

18.

19.

20.

21.

22.

1 1 1
(a) A=]a b cf,
a? v A
-2 5 0 -1 3
1 0 3 7 =2
(byB=|13 -1 0 5 =5

2 6 -4 1 2
o -3 -1 2 3

Izracunajte determinantu matrice svodenjem na trougaoni oblik

12 0 1
2 3 -1 0
A= 0o -1 2 4
-1 0 4 -1

-1 2 2 2

2 -1 2 2
D = )

2 2 2 -1

Odredite sve x € R za koje je realna matrica

In(x—3) —2 6
A= x -2 5
0 -1 3

regularna.

Gauss-Jordanovom metodom odredite inverz matrice

1100

0110
A= 0 0 1 1}°

0 001

Cramerovim pravilom odredite inverz matrice

-2 3 0
A=11 -1 5].

4 2 7



23.

24.

25.

26.

27.

28.

Odredite inverz matrice

a b
ako je ad — be # 0.
Cramerovim pravilom rijesite sistem
200 + my 4+ x3 = 2,
r1 4+ 2z + x3 = 3,
T + To + 233'3 = —1.

Rijesite matri¢nu jednac¢inu AX = B, gdje je

2 0 2 0 6
A=12 -3|i B=|-1 -6 0
1 -1 0 -2 1

Rijesite matri¢nu jednacinu

(AX) '+ X '=B,

.. 2 -1 . 3 4
gdﬁ]eJeA—[3 4] i B—L _3].

Rijesite matri¢nu jednacinu

B(AX —I)7'C =
1 2 10 -2 -9 1 2 0
gdjeje A=13 2|, B=|-5 2 5|, C=|2 1 -3|.
2 1 4 -1 —4 0 2 3

Svaka kvadratna matrica A se moze napisati kao zbroj simetri¢ne i antisimetricne matrice.
Pokazite da su te matrice dane sa

T AT
A1:A+A7 4o AmAT
2 2

Odredite Ay i Ay ako je
A=[1 2 04 3 21 -1 1].

29.

30.

31.

Za matrice
11
A= [0 1] , B

izracunajte AB, BA, A> + AB — 2B.

I
L—
O =
|

—
| I

Neka je A = l_23 (1)] Izracunajte P(A), ako je P(z) = 2* — 22 + 1.
Izracunajte tre¢u potenciju matrice n-tog reda

1 1 1 -+ 1]

011 -1
A 001 -1

0 0 0 1]




32.

33.

34.

35.

Rijesite sljedece sisteme:

21’1 + x2 + I3 — 4 = 0,
(a) =1 + 229 + 3z3 — 8 = 0,
1 + 3x9 — x3 — 4 = 0.
2 — y + 3z = 0,
(b) = + 2y — 5z = 0,
v + y — 2z = 0.
rT1 + 2w + x3 + wy = 0,
(C) 2l‘1 + X2 + X3 -+ 2£L‘4 = 07
T -+ 2.T2 + 2.233 + x4 = 0,
rr + T2 + wxy + x4 = 0.
Rijesite sljedece sisteme:
21 4+ 2x9 — x3 + x4 = 4,
() 4ry + 39 — x3 + 224 = 6
8(131 + 55(]2 — 31’3 + 4374 = 12,
3.T1 + 31‘2 — 21’3 + 2ZL'4 = 6.
r1 4+ 3xy + Drs — 4duy =1,
ry + 3ZL‘2 + 2ZL‘3 — 2l‘4 + x5 = —1,
(b) xy — 2x9 + x3 — x4 — T =3,
r1 — 4dxy 4+ 3 + x4 — x5 =3,
T + 229 + w3 — 4dxy + x5 = —1.
(c) r + 2y + z — u = 2
2 — y — 2z + 3u = 5
201 + x9 — w3 — x4 + w15 =1,
r1T — X9 + w3 + x4 — 2x5 =0,
(d)

3x1, 4+ 3z — 3x3 — 314 + 4dxs; =2,
4r1 4+ dx9 — drs — dxry + Trs =3.

U ovisnosti o parametru A € R rijesite sisteme:

201 + 3wy + w3 = 1,
(a) 31 + 4dxo + 223 = 1,
ry + X2 + Al’g =

A + 2y + 2z = 4,
(b)2z + y + 2z = 5,
v+ 2y + 3z = 12.
—2%1 + X2 — I3 = 1,
(C) r3 + 2.T4 = 5,
21’1 — X9 + 31’3 + 4ZE4 = 5
Ary — 219 + bxs + 6ry = T.

Odredite sve a € R za koje sistem

—-x + Yy + z = az,
r -y + z = ay,
r + y — z = az,

ima jednoparametarsko rjesenje.



36.

37.

38.

Odredite rang sljede¢ih matrica:

121 1
(a) A=12 0 1 -1},
002 0
1 -1 3
(by B=12 —1 3|,
3 1 3
31 1 4
0 4 10 1
(€ C=11 7 17 3|
2 2 4 3
-1 20 1 4
dD=]1 2 3 —1 5].
0 43 0 9
[zracunajte determinante sljede¢ih matrica:
0 0 0
(a) A=13 —1 6/,
2 8 3
3 -5 1 4
1 3 0 =2
DB=135 5 5 1|
-1 -3 5
-1 2 5 6
3 -1 —-15 —18
©C=19 1 o 7|
3 1 1 6
0 ¢ —-b x
o l=c¢ 0 a y
(d) D = b —a 0 =z
—x -y —z 0
[zracunajte determinante sljede¢ih matrica n-tog reda:
123 - n
012 .-+ n-—1
(a) A=|0 0 1 -+ n—2f,
000 - 1
1 nn n
n 2 n n
(by B=|n n 3 n

A:



40.

41.

42.

43.

singularna.

Gauss-Jordanovom metodom i Cramerovim pravilom izracunajte inverze matrica:

21 0
(a) A= (0 2 1],
00 2
3 -4 5
M B=2 -3 1],
3 -5 —1
12 2 2
21 2 92
() C=15 5 1 3
299 9 1

Rijesite sljede¢e matri¢ne jednacine:
(a) 34 —2X = B, ako je

3 2 1 =5
A__—Q 1]’ B_[Q 3]’
(b) AXB = C, ako je
(1 3] 10 3 2
A= ) m=lo o= )
(c) AX +2B = C + BX, ako je
1 2 3] -1 2 -3 301
A=10 2 4 B=|0 4 2|, C=10 2 4|,
0 0 1) 0 0 2 00 1
(d) A(A+ B)BX =1, ako je
1 0 0] -1 0 2
A=10 1 0|, B=|0 1 0},
4 0 1) 0 01
(e) AX'B—C=AX"1 ako je
1 1 2] 2 1 1 210
A=101 2 B=|0 -1 1|, C=1]01 2
0 2 1) 0 0 -1 001
Rijesite sistem
— X9 + 3%3 = 7
—2131 + X9 — X3 = -3
35(]1 - 25(]2 = 2

(a) Cramerovim pravilom,
(b)

(c) Gaussovom metodom eliminacije.

rjeSavanjem matri¢ne jednacine,

Izracunajte matrice X i Y reda 2 koje zadovoljavaju matri¢ne jednacine

AX + Y = ILXB + AYY = O,

ako je A = [3 —2—4 3} ,B = [1 —-1-1 1}, I jedini¢na matrica, a O nulmatrica.



10.

Vektori

. Zadani su vektori 7= \d@ + 1701 §= 3a@ — b, gdje je ld| = 2, \l;] =5, /(a, 5) = 2?”

(a) Odredite koeficijent A tako da vektori p’'i ¢ budu medusobno okomiti.
(b) Izracunajte duljinu vektora 7= 4p'— 23¢.

Zadane su tacke A(2,3,2),B(0,1,1),C(4,4,0), D(8,6,6). Odredite vektorsku projekciju
vektora E na vektor C"ﬁ i njenu duljinu.

. Dani su vektori @ = (0,2\,\), b= (2,2,1) i = (—1,-2,—1).

-

(a) Odredite parametar A takav da je (@ —b)-¢=d-c+ A
(b) Odredite vektor d koji zadovoljava uvjete @ x b = & x
(¢) Pokazite da su vektori @ — d i b — & kolinearni.

Zadani su vektori a, bictakvida @i b nisu kolinearni i vrijedi @ + b+ ¢=0. Izrazite vektor
a preko vektora c'i d, ako je d = 2d + 3b.

. Trokut ABC zadan je vektorima AB — 3P — 44 1 @ = p'+ 5¢, pri ¢emu je |p] = |q] = 2,

T
Z(p,q) = 3 Odredite povrsinu P i visinu ve spustenu iz vrha C.

Odredite povrsinu paralelograma s dijagonalama
€=—i—2j—4k i f=>5i—4j— 8k

Zadani su vektori @ = (1, 2q, 1),5: (2,a,a) 1 ¢= (3,2, —av).
(a) Izracunajte mjesoviti produkt vektora @,b i @

(b) Odredite o € R takav da su vektori @,b i & komplanarni.

. Izracunajte volumen paralelopipeda razapetog vektorima

Ga=i—3j+k  b=2+j—3k é=i+2j+k.
[zracunajte visinu paralelopipeda razapetog vektorima
a=3i+ 2; — 512, b=1i— j+ 4]2, i=1i— 3f+ lg, ako je osnovica paralelogram razapet

vektorima @ i b.

Odredite « tako da volumen tetraedra razapetog vektorima @, biaé iznosi 2 /3, gdje je

— - —

G=i+j—2k  b=2+j—k  c=i—-Fk.

11.

12.

13.

14.

15.

Odredite duljinu vektora @ = p'— 24 ako je |p] = 2,|q] = 3, Z(p,q) = %
Zadani su vektori @ = {2\,1,1 — )\},I;: {—1,3,0},¢= {5, —1,8}. Nadite parametar A za
koji vrijedi Z(@,b) = Z(d,c).

Zadani su vektori @ = {1,-2,1},b = {-1,1,2} i @ = {1,y,2}. Akojec L @i L b,

izracunajte y i z.

Odredite parametar A takav da vektori @ = {2, —3,0} i b = {\,4,0} budu okomiti.

—, -

Odredite kut a izmedu vektora @ i b ako je (@ + b) L (7@ — 5b) i (@ — 4b) L (7d@ — 2b).



16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

T
Zadani su vektori i ¢ takvi da je |p] = 2,|q] = 3, Z(P, q) = 3
(a) Izrazite vektor 77 preko vektora p'i ¢ ako vrijedi 7 -p=71i7-¢=3.
(b) Izrazite jedini¢ni vektor vektora 7 preko p'i ¢.

—

Odredite vektor b koji je kolinearan s vektorom @ = {2, —1,2} i zadovoljava uvjet @-b = —18.
Odredite povrsinu P trokuta §to ga odreduju vektori @ = {2,3,5} i b = {1,2,1}.
Odredite povrsinu P trokuta s vrhovima A = (1,1,1), B =(2,3,4) i C = (4,3, 2).

Odredite duljinu visine vy spustene iz vrha A u trokutu ABC ako su vrhovi trokuta
A=(1,0,-1),B=(-1,1,1)iC = (0,2,1).

Odredite povrsinu P i visinu vg spustenu iz vrha B u trokutu ABC' sa vrhovima A =
(1,-2,8),B = (0,0,4) i C = (6,2,0).

Zadani su vrhovi A = (1,-2,3), B = (3,2,1) i C' = (6,4, 4) paralelograma ABCD. Odredite
povrsinu P paralelograma ABC'D i koordinate vrha D.

Odredite povrsinu P paralelograma s dijagonalama € = 2m — n i f = 4m — b1, ako je
] = |l = 1 LG, ) =

—
—

+c,n=—2d— b+ c, gdje su a, bi ¢ jedini¢ni vektori koji
- 2m
, Z(b,C

3 i/(d,c) = § Izracunajte duljine dijagonala d;
i dy paralelograma konstruiranog nad tim vektorima.

Zadani su vektori m

zatvaraju kutove Z(d,b) =

Odredite volumen V' paralelopipeda razapetog vektorima d = {1,0,3},5 ={-1,1,0} i
c=42,1,1}.

Zadane su tacke A = (1,2,1),B = (3,—-2,1),C = (1,4,3) i D = (5,0,5). Izracunajte
volumen V' paralelopipeda razapetog vektorima 1@ JACT A

— —

bic 1Jed1a><b+b><c+c a = 0, onda su
i

Pokazite da ako za tri proizvoljna vektora vr
¢ié=b— a kolinearni.

a,
vektori a, bic ¢ komplanarni, a vektori d=a—
Odredite parametar ¢ takav da vektori @ = {3,2,t}, b= {=1,0,0} i @= {4,1,0} ne ¢ine
bazu vektorskog prostora.

Odredite jedini¢ni vektor okomit na vektore @ = {—2, —6, =1} i b = {1,2,0} koji s vektorom
¢ ={-2,1,0} zatvara siljasti kut. U smjeru tog jedini¢nog vektora odredite d takav da
vektori @, b i d budu stranice paralelopipeda c¢iji volumen iznosi 18.



10.

11.
12.

13.

Jednacina ravni i prave

. Odredite jednacinu ravni koja prolazi tackom Ty = (2,—1,3) i

(a) na koordinatnim osima odsijeca iste odsjecke a # 0.
(b) sadrzi z-os.
(c) sadrzi ishodiste i tacku 7' = (1,1, 1).

. Kroz presjek ravni 4 —y+ 32 —1=01ix + by — 2+ 2 = 0 postavi ravan tako da

(a) prolazi tackom M = (1,0,2).

(b) je paralelna s xy-ravninom.

(c) je okomita na ravan 2x —y + 5z — 3 = 0.

Odredite jednacinu ravni my koja prolazi tackom M = (2,—1,1) i okomita je na ravni

m: 3r + 2y — 2z — 4 = 0,
7T2$+y+2—3:()

Odredite jednacinu ravni 7 koja prolazi tackama A = (1,2,3), B = (3,2, 1) i okomita je na

ravan m :4dr —y+ 22 — 7= 0.

Odredite kanonsku i parametarsku jednacinu pravca koji

(a) prolazi tackama M = (1,2,—1) 1 N = (2,0, 3).

(b) je zadan kao presjek ravni m :x —y+2—4=0 i m:2x+y—22+4+5=0.

Zadane su tacke A = (1,2,2), B =(3,1,2), C=(-1,5,2), D =(2,—1,0). Odredite
= (

jednacinu pravca p koji prolazi tackom 7" = (1,2, 3) i okomit je na pravce odredene vektorima

ABiCD.

Odredite jednacinu ravni 7 koja prolazi tackama A = (1,0, —1) 1 B = (—1,2,1), a paralelna
je s pravcem p koji je presjek ravni m :3xr +y —22 —6=0, m : dx —y + 32 = 0.

Zadan je pravac p kao presjek ravni

m:x—22—3=0,mm:y—22=0.

Odredite sjeciste pravca piravni 7:x + 3y — 2+ 4 = 0.

Odredite sjeciste pravaca

r—1 y—-2 =z y+1 z2-—-2

. T

Odredite tacku N simetri¢nu tacki M = (1,0, 2) s obzirom na pravac

().x—Q_Q_z—i-l
A

Odredite ortogonalnu projekciju N tacke M(—1,0,1) naravan 7:2x +y — z = 7.

Odredite parametarsku jednac¢inu ortogonalne projekcije ¢ pravca

12,1
(p):%:y : L = 37 na ravan 7 : 2xr —y + 5z — 5 = 0.

Odredite jednacinu skupa tacaka koje su jednako udaljene od tacaka A(2,—1,2) 1 B(0,1,0).

10



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Nadite udaljenost izmedu ravni

m:2e+3y—6z+14=0 i m:2x+3y—6z2z—35=0.
Nadite ravan 7 koja je paralelna pravcima
Jy=2z-1 . Jy=—x2+2
<p1)'{z:3$+2 ¢ <p2)'{z:4a:—1
i jednako udaljena od tih pravaca.

Odredite udaljenost tacke T'= (2, 1, 3) od pravca

().x—l_y—l_z—l
P =Ty T Ty

Odredite udaljenost izmedu paralelnih pravaca

rx y—1 =z r—1 'y =z-1

p):ig="77=5 1 i—7-=7=

Zadani su pravci py, koji prolazi kroz tacke A = (1,0, —1) i B = (—1,1,0), i ps, koji prolazi
kroz tacke C'= (3,1,—1) 1 D = (4,5, —2). Dokazite da su ti pravci mimosmjerni i odredite
najmanju udaljenost izmedu njih.

Zadan je trokut s vrhovima A(2,3,2), B(0,1,1) i C(4,4,0). Odredite sjeciste S simetrale
unutarnjeg kuta pri vrhu A i simetrale stranice AB.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

Odredite jednacine koordinatnih ravni, te ravni paralelnih s njima.

Odredite jednacinu ravni 7 koja sadrzi tacku T" = (1,—3,2) i paralelna je s ravninom
m (e —4y+2—4=0.

Odredite jednacinu ravni 7 koja prolazi tackom M = (—2,1, —5) i okomita je na ravni

m:—3r+2y+z2+5=0 1 m:6z—->dy+4z+2=0.

Odredite jednacinu ravni 7 koja prolazi tackama A = (1,2,3), B = (3,2, 1) i okomita je na
ravan m :4dor —y+ 22 — 7= 0.

Odredite opéi, segmentni i normalni oblik jednacine ravni 7 kroz tacke A = (2,—6,4),
B =(10,2,—8) i C' = (0,4,6).

Odredite kanonske i parametarske jednacine koordinatnih osi.

Vrhovi trokuta su A = (1,1,1), B =(3,0,3) i C = (—2,1,1). Odredite jedna¢inu simetrale
s kuta BAC.

Odredite jednacinu ravni 7 koja sadrzi tacku P = (1, —1,2) i pravac koji je zadan kao presjek
ravni 3z +y—2+5=0iz—y+22—1=0.

Odredite jednacinu ravni 7 koja prolazi tackama A = (1,0,—1) i B = (—1,2,1), a paralelna
je s pravcem koji je presjek ravni 3r +y —2z —6=0i4dzx —y+ 32 =0.
y—2 z+2

3 -1

x—27
—9

Odredite jednacinu ravni 7 koja sadrzi prave (p) : i (p2):
y+1 =z

3 1

N8

11



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

x—2 Y z+1

Odredite sjeciste S pravca (p) : T = 5= 1 iravnim:2x —3y+2+4=0.
o : .. r y—1 =z-2 :
Ispitajte medusobni polozaj pravca (p) : 5= 1 T 1 iravnim:oz+y+32—-7=0.
D li ()x y z—1 ()x y—1 Z”k7
i ravci o= = i . — = =—— = — sijeku’
a li se pravei (p1) : 7 =5 . p2): 5 I 5 Sl
-3
Odredite jednac¢inu pravca p koji prolazi tackom A = (2, -3, 1), sijeCe pravac (q) : ’ 5 =

y+3 z—-95
-1

i okomit je na njega.

Odredite jednacinu pravca p koji lezi u ravnini 7 : x — 4y + 22 — 7 = 0, prolazi tackom T u
kojoj pravac p; zadan jednac¢inama x —2y —42z+3 =01 2x +y — 32+ 1 = 0 probada ravan
7 i okomit je na pravac p;.

Odredite tacku N simetri¢nu tacki M = (3, —1,1) s obzirom na ravan koja prolazi tackama
Ty = (-2,—1,—1),Ty = (2,1, -5) i Ty = (-4, —1,0).
x—7 'y z+1

Odredite kanonsku jednac¢inu ortogonalne projekcije praveca (p) : T =1~ 3 na

ravan m:x —y +3z+7=0.

x—1 1 2-3
Odredite kanonsku jednacinu ortogonalne projekcije pravea (p) : _yte na

ravan 7 : x + 2y — 52 + 3 = 0.

Zadani su paralelni pravci

= = 1 . = —
Odredite ravan 7 s obzirom na koju su ti pravci zrcalno simetric¢ni.

Odredite sve tacke na pravcu p zadanog kao presjek ravni t +y —3z24+6=0ix—y—2=0
koje su udaljene od tacke T = (1,0, 1) za /8.

Odredite jednac¢inu ravni 7 koja prolazi pravcem

r—1 y+1 =2-2

(p1) :

2 3 1

i paralelna je pravcu
( ).x+3_y—1_z—|—2
Pl = T

Izracunajte udaljenost pravca ps od ravni 7.

r+1 y+2 =z-1

Izrac¢unajte udaljenost tacke M = (2, —1,3) od pravca (p) :

3 4 2
1 —1

Odredite najmanju udaljenost izmedu pravaca (p;) : I;_ = % = 3 i (p2): il =
y+1 z-—2
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1 —1

Odredite najmanju udaljenost izmedu pravaca (p;) : let = % _Z 5 i (po): % =
y+1 z-2

3 4
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4 2 -1
rreE _yte_ 2 0 odredite tacku A koja je najbliza pravcu (q) :

44. Na pravcu (p) : N —

r—3 y—3 z+3
1 -4 2
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